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Введение 

Магические  квадраты известны уже более 4 тыс. лет. В древности им 

приписывали таинственные и мистические свойства. Затем долгое время, 

вплоть до ХХ века, магические квадраты принадлежали жанру занимательной 

математики. Однако начиная с конца ХХ в.  они  перестали быть только 

объектом математических развлечений и очень изящной головоломкой. 

Сейчас магические квадраты находят практические применения в теории 

информации и в новейших технологиях создания цифровых изображений. В 

связи с этим тема настоящей работы является актуальной. 

Классические магические квадраты составляются из последовательных 

натуральных чисел, начиная с 1. Классическим магическим квадратам 

посвящено огромное количество публикаций, см. например, [1] - [5]. 

Рассматривались и общие магические квадраты, составленные из 

произвольных вещественных чисел, в том числе повторяющихся [2].   

Настоящая работа посвящена исследованию общих магических 

квадратов, составленных из иррациональных чисел [6], но имеющих 

рациональную магическую сумму. В связи со сложностью исследования 

магических квадратов произвольного порядка, мы ограничились 

исследованием магических квадратов малых порядков 3 и 4. 

В работе решаются следующие основные задачи:  

- доказать, что нельзя составить из иррациональных чисел магический квадрат 

порядка 3 с рациональной магической суммой; 

- найти возможные значения количества рациональных и иррациональных 

чисел в магическом квадрате порядка 3, имеющем рациональную магическую 

сумму; 

- доказать существование магических квадратов 4 порядка, составленных  из 

иррациональных чисел, имеющий рациональную магическую сумму. 
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Структура работы является следующей. Параграф 1 является 

вспомогательным. В этом параграфе мы приводим основные определения и 

факты о классических магических квадратах и общих магических квадратах. 

В п. 2 показано, что магических квадратов, составленных из 

иррациональных чисел, и имеющих рациональную магическую сумму, не 

существует. 

В п. 3 ставится и решается задача о соотношении количества 

рациональных и иррациональных чисел в магическом квадрате с 

рациональной магической суммой. Показано, что количество рациональных 

чисел в таком квадрате может быть равно только 1, 3 или 9. 

В п. 4 доказано, что из 16 иррациональных чисел можно составить 

магический квадрат 4 порядка с рациональной магической суммой. 
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1. Рациональные и иррациональные числа 

Все вещественные числа делятся на рациональные и иррациональные. 

О п р е д е л е н и е  1. Рациональное число есть число вида m/n, где m — целое 

число, а n — натуральное число. 

Если число не является рациональным, то оно называется иррациональным. 

Например, 2, -5, 7/3, 10/2, -21/7, 9/4, -1/5 — рациональные числа. Т. е. 

рациональные числа — это все целые числа и все обыкновенные дроби со 

знаком + или -. 

Множество всех рациональных чисел обозначается через Q. 

Легко устанавливаются следующие свойства множества рациональных чисел 

Q: 

1. Сумма и разность рациональных чисел — рациональное число. 

2. Произведение и частное рациональных чисел — рациональное число. 

3. Квадрат рационального числа — рациональное число. 

Докажем, например, свойство 1. Пусть x=m/n и y=a/b — два рациональных 

числа. Тогда сумма 

                      x+y=m/n+a/b=(mb+na)/ab - 

рациональное число. 

В отличие от возведения в квадрат, корень квадратный из рационального числа 

может быть как рациональным, так и иррациональным числом. 

Приведем пример иррационального числа. Следующее утверждение известно 

более 2 тысяч лет. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Корень квадратный из 2 — иррациональное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное: корень из 2 — рациональное 

число. Тогда √2=m/n, где m/n- несократимая дробь. Тогда  2n^2=m^2, 

следовательно  m-четное или m=2k, 

следовательно 2n^2=(2k)^2, 2n^2=4k^2 делим на 2 обе стороны уравнения, 

n^2=2k^2, следовательно n-четное, следовательно m/n – сократимая. 

Понятно, что рациональных чисел бесконечно много. Менее очевидно, 

что иррациональных чисел также бесконечно много. Бесконечность множества 

иррациональных чисел вытекает из следующего, тоже хорошо известного 

утверждения. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.  Пусть n — натуральное число. Число корень квадратный 

из n — рациональное тогда и только тогда, когда n является квадратом целого 

числа. 

Например, числа: √1; √4; √9; √25; и т.д. 

 

2. Классические и общие магические квадраты 

     Расставим n^2 произвольных чисел в клетках квадрата nxn так, чтобы 

суммы чисел в каждой строке , каждом столбце и двух диагоналях были равны.  

Такая таблица чисел называется (общим) магическим квадратом порядка n. В 

частном случае, когда числа — натуральные от 1 до n^2, магический квадрат 

называется классическим.    

Число S, равное сумме чисел магического квадрата в какой-нибудь строке 
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(столбце, диагонали)    называется магической суммой данного квадрата. 

Магическую сумму классического магического квадрата легко вычислить. 

Действительно, сумма всех чисел в таблице nxn равна 

                                          1/2(1+n^2)n^2. 

 

Имеется n строк с одинаковыми суммами S, значит, 

                                                      S=1/2(1+n^2)n^2:n = 1/2(1+n^2)n. 

Есть знаменитые магические квадраты. Вот одни из них. 

   Квадрат Ло Шу .Единственный нормальный магический квадрат 3×3. 

Был известен ещё в Древнем Китае, первое изображение на черепаховом 

панцире датируется 2200 г. до н. э. 

 

4 9 2 

3 5 7 

8 1 6 

 

Магический квадрат Ян Хуэя (Китай). В XIII в. математик Ян 

Хуэй занялся проблемой методов построения магических квадратов. Его 

исследования были потом продолжены другими китайскими математиками. 

Ян Хуэй рассматривал магические квадраты не только третьего, но и больших 

порядков. Некоторые из его квадратов были достаточно сложны, однако он 

всегда давал правила для их построения. Он сумел построить магический 

квадрат шестого порядка, причем последний оказался почти ассоциативным (в 

нем только две пары центрально противолежащих чисел не дают сумму 37) 

 

27 29 2 4 13 36 

9 11 20 22 31 18 

32 25 7 3 21 23 

14 16 34 30 12 5 

28 6 15 17 26 19 

1 24 33 35 8 10 

 

Квадрат Альбрехта Дюрера Магический квадрат 4×4, изображённый 

на гравюре Альбрехта Дюрера «Меланхолия I», считается самым ранним в 

европейском искусстве. Два средних числа в нижнем ряду указывают дату 

создания гравюры (1514). 

Сумма чисел на любой горизонтали, вертикали и диагонали равна 34. 

Эта сумма также встречается во всех угловых квадратах 2×2, в центральном 

квадрате (10+11+6+7), в квадрате из угловых клеток (16+13+4+1), в квадратах, 

построенных «ходом коня» (2+12+15+5 и 3+8+14+9), в вершинах 

прямоугольников, параллельных диагоналям (2+8+15+9 и 3+12+14+5), в 

прямоугольниках, образованных парами средних клеток на противоположных 

сторонах (3+2+15+14 и 5+8+9+12). Большинство дополнительных симметрий 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%9A%D0%B8%D1%82%D0%B0%D0%B9
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AF%D0%BD_%D0%A5%D1%83%D1%8D%D0%B9
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AF%D0%BD_%D0%A5%D1%83%D1%8D%D0%B9
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D0%B2%D1%8E%D1%80%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%8E%D1%80%D0%B5%D1%80,_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D1%80%D0%B5%D1%85%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D1%85%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D1%8F_(%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%B2%D1%8E%D1%80%D0%B0_%D0%94%D1%8E%D1%80%D0%B5%D1%80%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/1514
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связано с тем, что сумма любых двух центрально симметрично 

расположенных чисел равна 17. Данный квадрат имеет параметры: 4, 16, 34, 

136 (размер 4х4, 16 ячеек, сумма по направлениям - 34, сумма всех чисел равна 

136). 

3. Магические квадраты 3 порядка с рациональной магической суммой. 

Основным результатом этого п. является следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Магический квадрат порядка 3 из иррациональных чисел с 

рациональной магической суммой не существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим магический квадрат порядка 3: 

 

a b c 

d e f 

g h i 

 

Предположим, что все числа a, b, c, d, e, f, g, h, i — иррациональные, а 

магическая сумма — число рациональное. Обозначим магическую сумму 

через M. Тогда справедливы равенства 

                        a+e+i=M, g+e+c=M, d+e+f=M, b+e+h=M.                             (1) 

Сложим все четыре равенства почленно. Получим 

                                  a+e+i+g+e+c+d+e+f+b+e+h=4M. 

Сгруппируем слагаемые в левой части этого равенства следующим образом: 

                                   (a+d+g)+ (b+e+h)+(c+f+i)+3e=4M. 

В силу (1) получаем 

                                         M+M+M+3e=4M,   3e=M,  e=M/3. 

Так как число M иррационально, то число e также иррационально. 

Получили противоречие с иррациональностью числа e. 

Теорема доказана.                                       

Итак, все 9 чисел в магическом квадрате 3х3 с рациональной магической 

суммой иррациональными быть не могут. Значит, имеется хотя бы одно 

рациональное число. 

 

4. Возможные значения количества рациональных и иррациональных 

чисел в  квадратах 3 порядка 

В связи с теоремой 1 возникают естественные вопросы: 

– сколько рациональных и иррациональных чисел может быть в 

магическом квадрате 3х3 с рациональной магической суммой? 

– где могут располагаться рациональные числа? 

–  каким может быть наибольшее количество иррациональных чисел в 

таком квадрате? 

На эти вопросы отвечает следующая теорема. 

    ТЕОРЕМА 2. Для магического квадрата 3х3 с рациональной магической 

суммой возможны только следующие три варианта: 

1) Одно число рационально, 8 - иррациональны, причем рациональное 

число может  находиться только в центре квадрата; 
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2) Три числа рациональны, 6 — иррациональны, причем рациональные 

числа могут занимать любую центральную строку или центральный столбец, 

или любую диагональ; 

3) Все 9 чисел рациональны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Выше было показано, что центральное число 

в квадрате равно M/3, где M — магическая сумма квадрата. Так как M 

рационально, то центральное число рационально. Приведем пример 

магического квадрата, в котором только одно число рациональное , а 

остальные 8 чисел иррациональны. 

 

Идея построения примера состоит в следующем. 

Рассмотрим какой-нибудь  классический магический квадрат порядка 3, 

например,  такой: 

4 9 2 

3 5 7 

8 1 6 

  

Вычтем из каждого числа число 5  - третью часть магической суммы. 

Получим магический квадрат с магической суммой 0: 

-1 4 -3 

-2 0 2 

3 -4 1 

 

Теперь умножим каждое число на какое-нибудь иррациональное число, 

например, на  корень квадратный из 2. Получим искомый квадрат: 

 

-√2 √2Х4 -√2Х3 

-√2Х2 0 √2Х2 

√2Х3 -√2Х4 √2 

 

 

2) Ровно два рациональных числа быть не может. Действительно, одно из 

них обязательно в центре. Тогда второе либо по диагонали, либо по столбцу, 

либо по строке. Тогда и третье число в этой диагонали, столбце, строке 

рационально. Приведем пример квадрата с ровно тремя рациональными 

числами. 

 

Рассмотрим магический квадрат из 0, 1  и  -1: 

 

0 1 -1 

-1 0 1 

1 -1 0 

 



7 
 

Умножим все числа на корень из 2.  Получим искомый квадрат: 

 

0 √2 -√2 

-√2 0 √2 

√2 -√2 0 

 

Заметим, что три рациональных числа могут быть и в одной центральной 

строке. Рассмотрим квадрат: 

 

-

1 

2 -1 

0 0 0 

1 -2 1 

 

Умножим все числа на корень  из 2. Получим искомый квадрат: 

 

-√2 √2Х2 -√2 

0 0 0 

√2 -√2Х2 √2 

 

Отметим, что если повернуть этот квадрат на 90 градусов, то получим 

квадрат с тремя рациональными числами в центральном столбце. 

Ровно 4 рациональных чисел в квадрате с рациональной магической суммой  

быть не может. Действительно, три числа из этих четырех рациональных чисел 

занимают строку, столбец или диагональ. Останется одно число. Так как в 

центре рациональное число, получаем, что найдется  или диагональ или 

центральная строка  или центральный столбец с двумя рациональными 

числами. Тогда и третье число в этой диагонали, строке, столбце  

рациональное. Значит, имеется по крайней мере 5 рациональных чисел. 

Ровно 5 рациональных чисел могут располагаться или на двух 

диагоналях, или в центральном столбце и центральной строке. 

Пусть 5 рациональных чисел расположены на двух диагоналях: 

 

q1 i1 q2 

i2 q0 i3 

q3 i4 q4 

 

Здесь q1,q2,q3,q4,q0 — некоторые рациональные числа, i1,i2,i3,i4 — 

некоторые иррациональные числа. 
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Пусть M — магическая сумма квадрата, M — рациональное число. Тогда 

в первой строке сумма чисел равна M: 

                                  q1+i1+q2=M, 

                                   i1=M-q1-q2. 

Тогда число i1 — рациональное. Противоречие. 

Пусть 5 рациональных чисел расположены в  центральном столбце и 

центральной строке: 

i1 q1 i2 

q2 q0 q3 

i3 q4 i4 

                 

Воспользуемся следующим известным теоретическим фактом (см. [2], 

стр. 78). 

      Для существования магического квадрата из 9 произвольных чисел 

необходимо и достаточно, чтобы данные числа имели вид: 

                         a, a+n, a+2n, a+d, a+n+d, a+2n+d, a+2d, a+n+2d, a+2n+2d, 

где a, d и n — произвольные числа. 

Квадрат имеет вид: 

 

a+d+2n a a+2d+n 

a+2d a+d+n a+2n 

a+n a+2d+2

n 

a+d 

 

Магическая сумма такого квадрата равна 3(a+n+d). 

Получаем, что q1=a, значит, a — рациональное число. Далее, числа a+2d и a+2n 

рациональные. Ввиду рациональности числа a тогда d и n — тоже 

рациональные числа. 

Получаем, что число i1, равное сумме трех рациональных чисел a, d и 

2n, также рационально. Противоречие. 

Ровно 6, 7 и 8 рациональных чисел, очевидно, быть не может. 

 

3) Все 9 чисел могут быть рациональными. Тривиальный пример: все числа 

равны 1. 

Теорема доказана 

З а м е ч а н и е. В центре магического квадрата не обязательно стоит 

число 0, как в приведенных выше примерах. Чтобы доказать это, прибавим к 

каждому числу магического квадрата с рациональной магической суммой M и 

с нулем в центре  произвольное рациональное число r. Тогда магическая сумма 

нового магического квадрата с таким же количеством иррациональных чисел  

равна M+3r, а в центре  квадрата стоит число r. 

СЛЕДСТВИЕ. Наибольшее количество иррациональных чисел в 
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магическом квадрате 3 порядка с рациональной магической суммой равно 8. 

5. Магические квадраты 4 порядка с рациональной магической суммой 

В п. 2 было доказано, что из 9 иррациональных чисел нельзя составить 

магический квадрат 3 порядка с рациональной магической суммой. Возникает 

естественный вопрос, можно ли из иррациональных чисел составить 

магический квадрат 4 порядка с рациональной магической суммой? 

Докажем, что ответ на этот вопрос положительный. 

ТЕОРЕМА 3. Существует магический квадрат 4 порядка из 

иррациональных чисел, имеющий рациональную магическую сумму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим любой магический квадрат порядка 

4, например, магический квадрат Дюрера: 

Магическая сумма квадрата равна 34. 

Вычтем из каждого числа квадрата число 34/4=17/2 и результат умножим 

на 2. Получим магический квадрат с рациональной магической суммой 0: 

 

15 -11 -13 9 

-7 3 5 -1 

1 -5 -3 7 

-9 13 11 -15 

 

 

Каждое число в этом квадрате не равно нулю. Умножим каждое число на 

корень из 2. Получим магический квадрат: 

 

√2Х15 -√2Х11 -

√2Х13 

√2Х9 

-√2Х7 √2Х3 √2Х5 -√2 

√2 -√2Х5 -√2Х3 √2Х7 

-√2Х9 √2Х13 √2Х11 -√2Х15 

составленный из 16 иррациональных чисел, магическая сумма которого равна 

рациональному числу 0. 

Теорема доказана.                                               
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Заключение 

     В работе проведено исследование магических квадратов 3 и 4 порядка, 

составленных из иррациональных чисел, но имеющих рациональную 

магическую сумму. Показано, что магических квадратов 3 порядка с такими 

свойствами не существует, а 4 порядка — существует. Для магического 

квадрата 3 порядка с рациональной магической суммой полностью решен 

вопрос о возможном количестве рациональных и иррациональных чисел.   

Решение аналогичных задач для магических квадратов более высоких 

порядков предполагается в будущем. 
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